2. REALIZABILITATEA SI SINTEZA
CIRCUITELOR LINIARE

2.1. Introducere

Teoria realizabilitatii are ca obiectiv principal determinarea conditiilor necesare §i
suficiente pentru ca o functie de circuit sau un sistem de functii sd apartind unui circuit,
constituit cu un anumit tip de componente: pasive, pasive si active, etc. Necesitatea acestor
conditii se stabileste pe baza proprietatilor functiilor de circuit sau ale matricelor
corespunzatoare, studiate in capitolul consacrat analizei circuitelor, precum si pe baza unor
considerente energetice. Suficienta conditiilor este demonstrata ulterior prin elaborarea
metodelor de sintezd a circuitelor dupa functiile date.

Functiile de circuit (sau de sistem) pot fi clasificate in:

a) functii de intrare: impedanta sau admitanta unui uniport, impedanta sau admitanta de
intrare la oricare poarta a unei retele multiport;

b) functii de transfer: impedanta sau admitanta de transfer, functii de transfer in tensiune sau
in curent.

Clasificarea anterioara este foarte importanta intrucat cele doua categorii de functii au
proprietati si conditii de realizabilitate distincte. Toate functiile de circuit apartindnd unor
circuite liniare §i invariante Tn timp, cu constante concentrate, sunt functii rationale de forma:

> s
F(s)=gg:kio g, boe R 1)
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Snteza circuitelor se ocupa cu elaborarea metodelor de determinare a circuitelor
(uniport, diport, etc) pornind de la functia de circuit (sau setul de functii) ce satisface
conditiile de realizabilitate. In general circuitele obtinute prin sintezi au numarul minim
posibil de elemente de circuit. Schemele obtinute prin minimizarea numarului de componente
Se numesc scheme canonice.

2.2. Realizabilitatea si sinteza uniportilor

Considerand un uniport pasiv, cu reprezentarea conventionald din figura 1, acesta
poate fi caracterizat prin functiile de impedantd sau admitantd corespunzdtoare: Z(s),

respectiv Y(s).

i(t)
oo
u(t) Z(9) Ulgilf’grt
o——

Figura 1. Uniport pasiv.
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Problema care se pune este de a gasi conditiile necesare si suficiente pentru ca
functiile Z(s) sau Y(s) sa reprezinte impedanta unui uniport pasiv.

2.2.1. Conditii de realizabilitate Brune

O prima conditie este ca Z(S) sa fie o functie rationala de forma (1), din care, datorita
restrictiei impuse coeficientilor a si by , rezulta:

Z(s)e R pentru se R (2

O a doua conditie se deduce din considerente energetice. In acest scop se considerd uniportul
alimentat de tensiunea:

ut)=Ule"cos(wt+¥) cu o >0 (3)
Cu notatiile:
U=uje¥ ; 1=|I]|el’; s=c+jw (4)
si in ipoteza aplicarii tensiunii la momentul t — —eo , aceasta poate fi exprimata astfel:
u(t) =%e{ Uet| (5)

Metoda convolutiei, aplicatd in cazul acestui sistem real liniar si invariant in timp, permite
determinarea raspunsului i(t):

i(t) =Re{led} =] I | &t cos(wt + @) (6)
Se remarcd faptul ca raspunsul este format doar din componenta de regim fortat (datorita
aplicarii excitatiei la t— —oo), componentd izomorfa cu excitatia. Puterea instantanee
absorbitd de uniport este:

p(t) =u(t) i(t)=[U]| | I |€*°" cos(wt +¥)cos(wt +¢) =

:%|u| |1 | 2t [cos(2wt + @+ W) + Cos(¥ — )] = (7)

= LU] |1 | steferron eitrie) gzt gitr-o)

Energia absorbita de uniport de la 7 — —oo pana la momentul 7 —t vafi:

t t
W = ,[ p(r)dr=% j me{ez(aﬂw)r.ej(\yﬂp)+e2m,ej(‘f’—¢)} dr =
oo - 8
5011 ] e 0

—oo



Efectuand calculele rezulta:

1 el(¥+9) . g2(c+jo)t  qj(Y-p) . g20t

W =ZU| [1]-Re : - 9
2 2(0+ jw) 20
Cu notatiile din relatia (4) energia absorbitd W, poate fi scrisa intr-o formd mai simpla:
W, Lot gel Yl : eziat U (10)
2 2(0+ jw) 20
Uniportul fiind pasiv, trebuie ca energia absorbitd sd indeplineasca conditia:

W, =0 pentru Vvt (11)

Intrucat primul termen din paranteza relatiei (10) este un vector rotitor, cu viteza de
rotatie 2@, pentru anumite valori ale lui t poate deveni pur imaginar. Pentru ca restrictia din
relatia (11), s fie indeplinita chiar si in aceste situatii, tinand cont de ipoteza ¢ > 0, rezulta ca
necesard conditia:

ReUI*} >0 pentru o >0 (12)

Daca o = 0, excitatia din relatia (3) devine sinusoidala si puterea activa absorbita de
uniportul pasiv, de asemenea nenegativa, este:

P, = %EKe[UI * (13)

Prin urmare conditia (12) se extinde si pentru o = 0, devenind:
RUI*} >0 pentru o =0 (14)

Conditia mai poate fi scrisd astfel:
U N 2 U 2
Re I—.|-| =[11]"-%Re T =|1|"-Re{Z(9)}=20 pentruc >0 (15)

ceea ce implicd in final urmétoarea restrictie pentru Z(S):
Re{Z(s)} 20 pentru o =Res} 20 (16)

S-au obtinut doud conditii pe care trebuie sa le indeplineascad o functie Z(s) pentru a
reprezenta impedanta unui uniport pasiv si anume:

I. Z(S) functie rationald, realda pentru s real,

I1. Re{Z(s)} 20 pentru Re{s}=>0. (17)



Daca necesitatea conditiilor a fost deja demonstrata suficienta lor va rezulta prin sintezd, in
sensul cd metodele de sintezd conduc totdeauna la un uniport RLC, daca sunt indeplinite cele
doua conditii din (17).

Conditiile (17) sunt cunoscute in literatura de specialitate sub denumirea de conditii de
realizabilitate Brune sau test Brune (Otto Brune a fundamentat matematic teoria moderna a
realizabilitatii).

2.2.2. Functii pozitiv-reale. Proprietati

Din punct de vedere matematic functia Z(S), ce indeplineste conditiile (17), apartine
clasel functiilor pozitiv-reale.

O functie pozitiv-reald (prescurtat p.r.) F(S) este o functie analitici de variabila
complexd S=0 + jw, care are urmatoarele proprietati:

1. F(s) este regulata pentru o >0;

2. F(o) este realad;
3. Re{F(s)20} pentru Re{s}=020. (18)

Functia de impedantd Z(S) a unui uniport pasiv satisface conditiile (18). Se va arita
ulterior ca daca F(S) este o functie rationald ce satisface conditiile 2. si 3. din (18), atunci ea

satisface si conditia 1. (a se vedea proprietatea P4 a functiilor pozitiv-reale). Altfel spus,
conditia | din (17) este echivalenta cu conditiile 1 si 2 din (18).

Observatie: Clasa functiilor pozitiv-reale este mai largd decat cea formatd din impedantele si
admitantele de intrare ale unor retele (uniport, diport, multiport) pasive. Acestea din urma
sunt functii rationale si prin urmare au un numar finit de singularitati.

Din punct de vedere practic este dificil de verificat caracterul pozitiv-real a unei
functii rationale prin utilizarea testului Brune. Dificultatea este datorata conditiei |1 din (17)
care necesitd inspectarea partii reale Tn tot semiplanul drept al planului frecventei complexe
S=0+ jw, inclusiv pe axa imaginara { jw} .

Utilizand investigatii matematice referitoare la functiile pozitiv-reale, se pot determina
unele proprietdti ale acestora, deci si ale functiilor de intrare ale retelelor pasive, care nu
rezultd numai din considerente fizice. De asemenea pe baza proprietatilor functiilor pozitiv-
reale se pot elabora alte seturi de conditii necesare si suficiente, care sa permitd o testare mai
comoda.

Céteva proprietdti importante ale functiilor pozitiv-reale sunt prezentate in cele ce
urmeaza i anume:

P1: Dacd F(S) este o functie p.r., atunci i functia F,(S) =1/ F(S) este functie p.r.
Demonstratia constd in a arata ca daca F(S) indeplineste conditiile (17), atunci acestea sunt
indeplinite si de functia F,(S). Astfel:

I. F(S) e R pentruse R = F,(s)e R pentru se R.

1. F(s) =U (0,w)+ V(o,0) cuUi(o,w)=0 pentru oc=0

— 1 _ Uy(o,m)
= Re{R(9)}= E)Ke{ul(o_'a)) + Vio.) } = U2(00) +V2(0.0) >0 pentru 6>0
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Consecinta P1:  AdmitantaY (S) a unui uniport pasiv are aceleasi proprietdti ca impedanta.

P2: Suma a doud functii pozitiv-reale este de asemenea o functie pozitiv-reald.
Fi(s), F>(S) functii pozitiv-reale = F(S) = F(S)+ F»(S) functie pozitiv-reala.
Demonstratia este evidentd cu ajutorul conditiilor I, II.

P3: Daca F(S)si W(S) sunt functii pozitiv-reale atunci i F(W(S)) este o functie pozitiv-reald.
Demonstratia se bazeaza pe verificarea conditiilor (17):

I. F(s)e R pentru se R, w(s)e R pentruse R= F(W(s))e R pentru se R.

[1. F(s) functie pozitiv — reala = R F(S)} >0 pentru Re(st >0.

Nu are importanta notatia adoptata pentru variabild, astfel ca se poate scrie:

Re{F(w)} =0 pentru Re{w} >0 (19)
w(s) functie p.r. implica:

Re{w(s)} 20 pentru Re{s} 20 (20)
Reunind (19) si (20) rezulti:

Re{F (W(s))} =0 pentru Re(s} =0 (21)

Proprietatea 3 este de mare utilitate practicd in transformarea unui circuit, ea evidentiind
obtinerea unui alt circuit realizabil fizic atat timp cét transformarea W(S) este o functie

pozitiv-reala.

P4: O functie pozitiv-reald nu are poli in semiplanul drept (este analiticd in SPD), iar polii de
pe axa imaginard sunt simpli si cu reziduurile pozitive.
Demonstratia se face prin reducere la absurd. Se presupune ca existd un pol in SPD si va
rezulta cd functia nu mai este pozitiv-reald (nu indeplineste conditiile (17)).

Fie s un pol in SPD, de multiplicitate p si in F(S) se pune in evidenta partea

principala a functiei relativa la polul s; si anume:

k Ky
=P Pt K +F.(9) (22)
(5-3)P  (5-5)P s—s
unde F, (S) este o functie analitica in vecindtatea polului S; (pe un contur 7).
In imediata vecinatate a polului § (in jurul lui s) se poate reprezenta F(s) numai
prin primul termen din dezvoltarea (22), acesta fiind un infinit de ordin superior:

F(s)

F(s) “ (23)
S ~—
= (s-9)P
Utilizand coordonate polare, se poate scrie:
se I & s—s,=pel® cu p—0si ae[0,2r) (24)
Relatia (23) devine:
ko|-elf |k,
F(S)|ser=‘ p‘ _ :‘ p‘.el(ﬁ'—m) (25)
ppelpa pp
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Verificarea indeplinirii conditiei II din (17) necesita determinarea partii reale:

k
ﬂie{F(S)IsEr}=L—pJCOS(pa—ﬁ) (26)

Cand s parcurge conturul 7", argumentul (per— ) ia vaori in domeniul [-4,2pr - f],
adica are o variatie netd de 2pr radiani. In consecinta cos(pa— ) isi va schimba semnul de

2p ori. Deci ar insemna ca ERe{F(S)|SEF} ar fi negativ la >0 ("€ SPD), ceea ce

contrazice ipoteza ca F(S) este functie pozitiv-reala.
Fie s pol pe axa imaginara pentruF (s). Investigarea semnului partii reale pentru
o 2 0implica:

sely, = ae[—%,%] - pa—ﬁe[—p%—ﬁ,p%—ﬂ] 27)

Argumentul (po— ) parcurge o variatie netd de prr radiani si cOS(po — ) schimba semnul.
Daca polul are ordinul 1 de multiplicitate (p=1) si # = 0atunci:

o—fe [—%%] —  cos{pa-B) = cos(@) >0 (28)

Deci F(s) poate avea poli simpli peaxa { jw} si cu reziduurile pozitive:

k1:|k1| ej.o :|k1|>0 (29)

P5: Orice functie pozitiv-reald nu are zerouri in semiplanul drept, iar zerourile de pe axa
imaginard, daca existd, sunt neapdrat simple si cu derivata functiei in aceste zerouri,
pozitiva.

Proprietatea P5 este consecinta proprietatilor P1 si P4. Intr-adevar, dacd F(S) este functie
pozitv-reala, atunci F,(S)=1/F(S) este functie pozitiv-reald si ca atare, intrucat zerourile
sale sunt polii lui F(S), rezultd ca nu pot fi localizate in SPD, iar cele de pe { jw} vor fi

simple. Presupundnd ca F;(s) areunpol s = je; reziduul lui F(s) Tnacest pol, k;, este:

P(s) .o :
_ : —0 : k>0 30
159@ i Q) Q> (30)
Pe de alta parte, pentru functia F,(S) se poate scrie:
dF9))  _QEPE-POAY _QE| _1_, 31)
dS s ju, P2(s) N o, POlgj, k

Deci derivatalui Fo(s) evaluata in S= ja; este pozitiva.

P6: Orice functie pozitiv-reald F(S) este raportul a doud polinoame Hurwitz.

Se numeste polinom Hurwitz un polinom cu coeficienti reali, fard zerouri in
semiplanul drept si cu zerouri simple pe axa imaginard. Avand coeficienti reali, zerourile nu
pot aparea decat in perechi complex conjugate. Factorii unui polinom Hurwitz pot fi de forma:
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a) (s—j@)-(s+ jo)=s*+w? pentru zerourile de pe{jw} ;
b) (s+oy) cu oy >0 pentru zerourile depe {-o};

C)(s+0,+ jwp)-(s+0,— jo,) =% +250, +03+®3 cu o, >0, pentru zerourile din SPS

d) s pentru zeroul din origine. (32)

Zerourile reale si cele complex conjugate pot aparea cu orice ordin de multiplicitate in timp ce

zerourile pur imaginare pot sd existe numai in perechi simple, imaginar conjugate. Din

examinarea factorilor posibili ai polinomului Hurwitz se pot desprinde cateva proprietati ale

acestuia, cu ajutorul carora se pot identifica usor polinoamele ce nu sunt Hurwitz.

Aceste proprietdti sunt:

1. Toti coeficientii sunt reali si pozitivi;

2. Intre termenul de grad maxim si termenul liber nu lipseste nici un termen, in afard de doud

situatii speciale §i anume:

- poate lipsi termenul liber dacéd polinomul are un zero 1n origine;

- pot lipsi toti termenii pari sau toti termenii impari, daca polinomul are toate zerourile pe
axa imaginara (de forma a), sau a) si d)).

Polinoamele Hurwitz pot fi de trei tipuri:

- Hurwitzin senslarg, daca are toate tipurile de zerouri posibile;
- strict Hurwitz daca are toate zerourile in SPS,

- Hurwitz degenerat, daci are toate zerourile pe axa imaginara.

Daca factorizarea nu este disponibild, verificarea caracterului Hurwitz al unui polinom
se face apeland la teste speciale, testul cel mai utilizat (datoritd comoditatii) fiind testul
Hurwitz, ce va fi prezentat dupa analiza functiilor de reactanta.

P7: Diferenta intre gradele numdrdatorului si numitorului unei functii pozitiv-reale, scrisd in
forma (1), este cel mult o unitate, adica:

m=n+1
n-m<1 o m=n (33)
m=n-1

Aceasta este o consecintd a proprietatilor P4 si P5. Dacd m si n ar diferi cu doud unitati n
favoarea numaratorului sau a numitorului, functia F(S) ar avea pol dublu la s— <, ceea ce

contravine proprietatilor 4 si 5, care afirma ca polii si zerourile de pe { jw} nu pot fi decét
simple.

P8. Orice functie pozitiv-reala se poate descompune in suma a doud functii pozitiv-reale,
Fi(s) s F»(s), astfel incat:

a) F(s) contine numai contributia polilor de pe axa imaginard,

b) F, () este olomorfa in SPD si pe axa imaginara.

F(s) =Fi(s) + Fx(9) (34)
M 2k,s
Fi(s) = k° Z 2+ a2 +k.s (35)

K, >0; kvzo, k. >0



Primul si ultimul termen din (35) evidentiaza contributia polilor de pe { jw} localizati la
s=0, respectiv s— oo, iar cel M termeni din mijloc contin contributiile fiecarei perechi de
poli imaginar conjugati, de forma s=*jw, .

Trebuie ardtat ca ambele functii F(S) si F,(S) sunt functii pozitiv-reale.
Demonstratia are la baza testul Brune (17).

Functia Fy(s) din (35) satisface evident conditia I. Pentru verificarea conditiei II se
evalueaza partea reala a functiei in tot SPD, inclusiv pe axa { jw} . Se obtine:

me{Fl(s)}=me{L}+%me{ 2k (0+jo) }+5Ke{kw(0'+ jo)} (36)

octijo] ;5 |(o+jw)y+af
Efectuand calculele rezulta:
M 2 L 02 2
(o} 2k, 0(0° +wf +w°)
Rel{F ()l = + 4
EC) ko0'2+a)2 Z(0'2+a)3—a)2)2+4620)2

+k.o (37)

v=1

In ipoteza ca reziduurile Ky, K, , K., sunt nenegative, se obtine:
Re{F ()} >0 pentru o =Re{g} >0 (38)

si deci conditia II este de asemenea indeplinita. Ca atare functia F(S) este pozitiv-reala. Mai
mult, fiecare termen a lui F(s) din (35) satisface conditiile I, I astfel ca toate functiile

elementare din descompunerea (35) sunt functii pozitiv-reale.
Functia F,(S) indeplineste conditiile:

a) Re] Fz(s)}\a=0 =RelF,(jo)) =Re{F(jow)} >0 decarece Re{F,(jw)}=0 (39)

Observatie: Toate functiile din descompunerea (35), fiind functii impare, au partea reald nula
peaxa{ jw} sideci F(S) are de asemenea partea reald nula la frecvente fizice.

b) F,(s) este olomorfa in SPD si pe conturul acestuia, axa { jw} .

Partea reald a unei astfel de functii olomorfe este o functie armonica si in consecintd ia
valoarea minima pe conturul domeniului de olomorfism (domeniul o >0), adica pe axa
imaginard. Aceastd proprietate permite extinderea caracterului nenegativ al partii reale a
functiei F,(S) si in SPD, adica:

Re{F(9)]| _,>Re{F9} _, = Fe[F(9)]| .,20 (40)

In consecinta functia F,(s) indeplineste conditia II si de asemenea conditia I (ca diferentd a
doua functii rationale, reale pentru Sreal). Este deci functie pozitiv-reala.

P9: Partea reald pe axa imaginard a unei functii pozitiv-reale este o functie marginitd.
Intr-adevar, conform proprietatii P8, functiile F(S) si F,(S) au aceeasi parte reald pe axa
imaginard si intrucat F,(S) nu are poli pe { jw} , rezulta ca nici partea sa reala nu are poli pe
aceastd axa, fiind deci o functie marginita.

Fiecare dintre aceste proprietdti este o conditie necesard, dar nu suficientd pentru ca
o functie F(S) sd fie pozitiv-reald. Cunoasterea lor permite:
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1. Excluderea de la testare a unei functii care nu indeplineste una dintre aceste proprietati;

2. Gasirea unui alt set de conditii necesare si suficiente, echivalente cu conditiile Brune, care
sd permitd insd o testare mai comodad (din punct de vedere al rapiditatii si simplitatii
matematice) a caracterului pozitiv-real al unei functii.

2.2.3. Conditii de realizabilitate Guillemin

Testul cel mai frecvent utilizat este testul datorat lui Guillemin. Acesta afirmi ca o
functie F(s) este pozitiv-reald daca si numai daca:

1. F(s) este o functie rationald, reald pentru s real,
2. F(s) este o functie analitica in semiplanul drept,

3. Palii lui F(S) de pe axa imaginard, daca existd, sunt simpli si cu reziduurile in acesti poli,
poztive;

4. Re{F(jw)} 20 pentru Voe R. (41)

Conditiile sunt necesare deoarece sunt proprietdti ale functiilor pozitiv-reale. Sunt suficiente
deoarece sunt echivalente cu conditiile Brune. intr-adevar conditiile 1 din (17) si (40) sunt
identice, in timp ce conditiile 3, respectiv 2 si 4 din (40), asigura caracterul pozitiv-real al
functiilor F,(s), respectiv F,(s) din descompunerea (34), ca la proprietatea P8 a functiilor
pozitiv-reale, deci si caracterul pozitiv-real al functiei F(s) conform proprietitii P2. Tn
consecinta, conditiile 2, 3, 4 din (40) sunt echivalente cu conditia 2 din (17).

Observatii:
a) Testul este mai comod deoarece nu mai implica investigarea caracterului nenegativ al partii
reale Tn tot semiplanul drept, ci numai pe axa { jw} .

b) Conditiile 2, 3, 4 din testul Guillemin mai sunt cunoscute in literatura de specialitate sub
denumireade A, B, C-ul functiilor pozitiv-reale.

2.2.4. Functii de reactanta

Functiile de intrare ale circuitelor pasive cu douad tipuri de elemente: LC, RC si RL
sunt functii pozitiv-reale care au proprietati particulare. Dacad uniportul din figura 1 este
alcatuit numai din elemente LC, se pune intrebarea: Ce conditie trebuie impusd functiei
pozitiv-reale Z(s) astfel incét aceasta sa caracterizeze un uniport pur reactiv? Réaspunsul la
aceastd intrebare este obtinut pe baza energeticd, remarcand faptul cd puterea activa absorbita

de uniport in regim sinusoidal este nuld. Aceasta, in conformitate cu relatia (13), implica
restrictia:

ReZ(jw)}=0 (42)

Prin definitie, o functie pozitiv-reald pur imaginard pe axa imaginard se numeste
functie LC sau functie de reactantd. Conditia necesard si suficientd pentru ca o functie
rationald sa constituie impedanta sau admitanta unui uniport LC este ca acea functie sa fie o
functie de reactanta.
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Proprietitile functiilor de reactanta

Acestea decurg din restrictia suplimentard (42) impusd functiei pozitiv-reale Z(S).

Unele dintre acestea, utile pentru testarea functiilor de reactantd sunt prezentate in continuare
si anume:

P1: Dacd F c(S) este o functie de reactantd, atunci si 11 F - (S) este o functie de reactantd.

Re{F  (jo)}=0=> E)ie{ =0 (43)

ot
Fic(jo)

Aceasta proprietate permite tratarea la fel atat a admitantelor cét si a impedantelor de intrare.

P2: Daca F(S) si F,(S) sunt functii de reactantd, atunci si F(S) = F(S)+ F,(S) este functie
de reactanta.

P3: Daca F c(S) si W c(S) sunt doua functii de reactanta, atunci si F (W c(S)) este de

asemenea functie de reactantd.

Proprietatea este foarte importantd pentru obtinerea filtrelor prin transformari de frecventa
deoarece evidentiaza realizabilitatea fizica a noilor tipuri de filtre atat timp cat schimbarea de
frecventd se exprima printr-o functie de reactanta.

P4. Orice functie de reactantd poate fi dezvoltatd intr-o sumd de functii elementare, sub

urmdtoarea formd.
M
2k
Flo(9="2+ Y5 ks
S

“ P+ of (44)
cu: k,=20; k,20; k,=0

Descompunerea este o consecintd a proprietdtii P8 a functiilor pozitiv-reale. Restrictia ca
functia pozitiv-reald F(S) din relatia (34) sa fie functie de reactanta implica:

Re[F(jo)} =0 = Re{Fy(jo)}=0 (45)

Ca atare, functia F,(S) (fiind analitica in SPD si pe conturul sdu, axa { jw}, cu partea reala
nuld pe contur) este o constantd: F,(S)=K . Constanta trebuie insa sa fie reald pe axa reala si
pur imaginard pe axa imaginard. Deci constanta nu poate fi decat K =0 si Tn consecintd
ipoteza cd F(S) din relatia (34) este functie de reactanta, determina F,(s)=0. Drept urmare
F(s) sereduce doar la F;(S), cu descompunerea din relatia (35). Acest rationament justifica
dezvoltarea datd in relatia (44) pentru o functie de reactanta.

P5: Scrierea unei functii rationale F(S) Tn forma (44) constituie conditia necesard §i
suficientd pentru a fi functie de reactantd. Este necesard deoarece constituie o consecintd a
definitiei functiei de reactantd. Este suficientd deoarece fiecare termen din dezvoltarea (44)
este functie de reactantd si deci suma termenilor, in virtutea proprietitii P2 este functie de
reactanta.
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P6: La frecvente fizice (S= j®) partea reactivd a unei impedante sau admitante LC este o
functie crescdtoare.
Evaluand F ¢ (s) din (44) peaxa jw se poate scrie:

Fic(jo) = jX c(w) (46)
M
Cu:XLC(a)):—§+ szﬂgo-w (47)
0] Vzla)v—a)
dX c(@) k, &2k, (02 +0?)
Tdo o X (-t T )

Toti termenii derivatei functiei sunt pozitivi si in consecintd X, (@) este strict crescatoare
pentru orice fecventd, cu exceptia polilor: =0 ; w=*w, ; @— evidentiati In
expresia (47).

P7: Orice functie de reactantd are frecventele critice (poli §i zerouri — prescurtat Pz-uri)
simple si alternante pe axa imaginard, adicd poate fi scrisd factorizat astfel.

(S +w3))(S? + W)+ (s> + Wi, )(s* + a)&nﬂ)

Fe(9=H (49)

2 L 2Y(2 4 2 2 2
S- (s +wgy)(s” +w,) - (s° + wg)
cu: H>0; 0@y <@y <...<@p <Oy <...<Opp < Oy <A, py1 <0

Intr-adevar, din (44) rezulta ca functia FLc(s) are toti polii situati pe axa { jw}, si acestia
sunt simpli. in baza proprietatii P1, functia 1/ F_ < (S) este de asemenea functie de reactanta si
deci polii sdi, care sunt zerouri pentru F ~(S), vor fi tot simpli si plasati pe { jw} . Evaluand
FLc(s) din (49) la frecvente fizice rezulta necesitatea alternantei polilor si zerourilor, in caz
contrar (doud zerouri succesive sau doi poli succesivi), functia X c(w) n-ar respecta

proprietatea P6. Constanta H trebuie sa fie pozitivd deoarece ea reprezintd reziduul lui
FLc(s) Tnpolul delainfinit.

Observatii:
a) Factorul s asigura imparitatea functiei F - (S) si deci partea reala nula la frecvente fizice.
In situatia @y, =0, factorul sse muta la numaritor.

b) Ultimul factor din expresia (49) poate lipsi si in aceastd situatie gradul numitorului va fi cu
0 unitate mai mare decat al numaratorului, functia avand un zero la infinit.

P8: Punerea unei functii rationale in forma factorizata (49) reprezintd conditia necesard §i
suficientd ca aceea functie sd fie functie de reactantd.

Necesitatea a fost justificata anterior. Suficienta se demonstreaza usor, aratand ca F (S) de
forma (49), ce poate fi dezvoltatd intr-o suma de functii elementare ca in relatia (44), are toate
reziduurile k; nenegative in ipoteza alternantei pz-urilor. Astfel, expresia pentru evaluarea

reziduului Tn polul s= ja,;:

—H (wgl_w%)(wg i+1_w>%i)"'(wg, n+1_w>%i)

=0, =M T 2Ry Gl -ad)
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contine i factori negativi la numarator si tot i factori negativi la numitor, de unde rezulta
ki >0.

P9: Orice functie de reactantd este o functie impara in s, fiind raportul dintre un polinom par
si unul impar sau invers, adicd:

_M(s) _N(s) . N 2k .
Flc(s)= N(S) sal Fic(s)= M (9) cu: M(S)—kzzoazks ,

] (51)
N(s) =D by 18T s ay >0; by;>0

k=1

P10:  Orice functie de reactantd are intotdeauna frecvente critice (pol sau zero) la s=0 si
S — oo. Ultimele doua proprietati sunt consecinte ale proprietatii P7.

2.2.5. Testarea functiilor de reactanta

Din examinarea proprietatilor functiilor de reactantd se desprind doua seturi de
conditii necesare si suficiente, care permit testarea functiilor de reactantd. Astfel, din
proprietatile P4 si P5, respectiv P7 si P8 se obtin:

Testul 1
F(S) este functie de reactantd dacd si numai dacd:
1. F(9) este functie rationald, reald pentru s real,
2. F(9) are toti polii pe { j@} , simpli si cu reziduurile pozitive;

3. Re{F(jw)} =0 sau, in mod echivalent, F(s) functie impara. (52)

Testul 11

F(s) este functie de reactantd dacd si numai dacd:

1. F(s) este functie rationald, reald pentru se R ;
2.F(s) arepz-urile numai pe{ jw}, simple si alternante;
3. F(s) areinorigine un pol sau zero (F(S) impara);

4. Constanta de multiplicare (H) este pozitiva. (53)

2.2.6. Sinteza functiilor de reactanta

Sinteza consta 1n gasirea uniportului LC pornind de la functia de impedanta (sau de
admitantd) ce satisface conditiile necesare si suficiente ale functiilor de reactanta.

Metodele de sinteza pot fi clasificate in doud categorii:

a) Metode bazate pe dezvoltarea in fractii partiale, denumite si metode Foster.
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b) Metode bazate pe dezvoltarea in fractie continud, denumite metode Cauer.

Metoda Foster | consta 1in dezvoltarea functiei Z(S) intr-o sumd de fractii

elementare, realizarea fiecdrei fractii printr-un uniport elementar si conectarea acestora in
serie. Prelucrand dezvoltarealui Z(s) de forma (44), se obtine:

Z(s) = k°+kw3+282+ ; k:+k°°s+2_1—s la)v (54)
T2k, 2ks
2
ko = SZ(9)|_, : &z% ; 2kV:(S+w—SV)Z(S) (55)

v

Metoda Foster 11 constd in dezvoltarea functiei Y(S) in suma de fractii elementare,

realizarea fiecdrei fractii elementare printr-un uniport elementar si conectarea acestora in
paralel. Repetand procedura ca in relatia (54), rezulta:

Y(s) = ﬁ+kms+i 2k, —k°+kms+2; (56)

1%+ @? o s | w?

B
2k, 2Kk,s

Metoda Cauer | consta in extragerea succesiva a polului de la infinit din Z(s) sau
Y(s) . Presupunand ca Z(s) arepol lainfinit, se poate scrie:

1@ :& 0 2kVS
Z(s)=ks+24(s) cu Z(s) . +Vz=132+(0v2 (57)

Cum pentru s— e functia Z;(S) > 0, Inseamna ca Y;(S) are pol la infinit, astfel ca
extragandu-1, Z(s) din (57) devine:

z Ogp 1 (g 1 58
=S e ™ W@y 9

Repetand extragerea polului de la infinit si notand kg) =g, se obtine in final dezvoltarea in
fractie continua de mai jos:

TR RNEY
o5t T s s Jems

St o
©nS

Z(s)=gs+ (59)

In ultimul membru din expresia (59) este datd o scriere conventionald pentru dezvoltarea in
fractie continud. Aceastd dezvoltare se obtine printr-un algoritm care necesitd scrierea
polinoamelor M (s) si N(S) din (51) in ordine descrescatoare, deoarece reziduul in polul de



la infinit, care se calculeaza in fiecare etapd, este raportul coeficientilor termenilor de gradul
cel mai mare:

M(S)| _ an

= NE|__ s

(60)

Metoda Cauer Il consta in extragerea succesiva a polului din origine din Z(S) sau
Y(S) . Presupunand ca Z(S) are pol n origine, se poate scrie:

@ n
Z(s) = kO % 47,9 cu Zy(9) = kms+z 2k,s (61)

1 S?+ f

Deoarece Z;(s) are un zero in s=0, inseamnd ca Y;(s) are un pol in s=0, astfel ca
extragand acest pol si reunind cele doua etape se obtine:

k' 1 _k§ 1
Z(s) = 5 (62)
O LI

Repetand extragerea polului din origine si notand kO = f, se gdseste urmatoarea dezvoltare
in fractie continua:

(63)

Constantele g, f,, sunt pozitive deoarece reprezinta reziduurile in polul de la infinit, respectiv
origine ale unor functii de reactantd. Dezvoltarea in fractie continua (63) necesitd ordonarea
crescdtoare a polinoamelor M (S) si N(S) deoarece se calculeaza succesiv reziduurile in polul
din origine pentru Z(s), Y(S) etc., reziduuri ce sunt date de raportul coeficientilor termenilor
de gradul cel mai mic:

ko =SZ(S)|,_p =2 (64)
by
Observatii:
1. Sinteza Cauer prezintd marele avantaj ca nu necesitd factorizarea polinoamelor M(S) si
N(s);

2. Scrierea unei functii Z(S) sau Y(S) in fractie continud, de forma (59) sau (63), constituie

conditia necesard si suficientd ca functia respectiva sa fie functie de reactantd. Necesitatea
decurge din faptul ca dezvoltarile in fractie continua pentru Z(S) sau Y(S) sunt consecinte
ale caracterului acestora de functii de reactanta. Suficienta se demonstreaza examinand pas cu
pas dezvoltdrile, din spate in fata, cu utilizarea repetatd a proprietatilor P1 si P2 ale functiilor
de reactanta.
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In consecinta dezvoltdrile in fractie continud prin extragerea succesiva a polului de la
infinit sau a celui din origine constituie doud noi teste ale functiilor de reactantd, foarte
comode si utile in special in situatia in care factorizdrile solicitate de testele 1 si 2 din
paragraful 2.2.5 nu sunt disponibile.

3. Uniportii rezultati prin sinteza pe baza metodelor Foster si Cauer au numar minim de
elemente de circuit si din acest motiv realizdrile corespunzatoare se numesc canonice.
4. Dacd un uniport LC contine inductante mutuale, scriind impedanta Z(S) sau admitanta

Y(s) si resintetizind-o cu una din metodele Foster sau Cauer, in schema nu vor mai apare
inductantele mutuale. Ca atare pentru orice uniport LC cu inductante mutuale se pot gasi

totdeauna uniporti echivalenti farad inductante mutuale.
5. Metodele Foster si Cauer pot fi combinate, rezultand astfel si alti uniporti echivalenti.

2.2.7. Normarea frecventelor si a impedantelor

Normarea frecventelor se realizeaza prin raportarea acestora la o frecventad de referinta
adecvat aleasd. Normarea impedantelor Tnseamna raportarea impedantelor la o impedanta de
referintd, de naturd rezistiva. Scopurile urmarite prin operatiile de normare sunt:

- simplificarea expresiilor analitice si a calculelor;
- generalizarea rezultatelor obtinute.
Notand cu @, si R, frecventa de referintd si impedanta de referinta, relatiile de normare a

frecventei complexe Ssi a impedantelor Z, (S) sunt:

_S . _ . _Z(sn)
Sn—a)—0 ; Z(Sn)—Z(S)L:Sn,wO, Z(Sn)—T (65)

Utilizand relatiile (65) se pot determina expresiile valorilor normate ale elementelor de
circuit (lg,c,r) corespunzitoare valorilor nenormate (L, ,C,,R.). Astfel, pentru o

inductantd L, rezulta:

Z L
2(8) =Ly ; Z(5) = S0l ; sy =20 _ g Dol (66)
R, R,
Daca se noteaza cu IkValoarea inductangei normate:
|, = Dol (67)
R,

atunci impedanta normatd are aceeasi formuld ca impedanta nenormata, doar ca se Tnlocuiesc
miérimile nenormate cu cele normate, adica:

2(5,) = 8, Iy (69)

Repetand procedura de conservare a expresiilor analitice dupa normare pentru impedantele
unei rezistente R, respectiv aunui condensator C, , se obtin valorile normate
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Mk =% ;o e =CmpR, (69)

Expresiile (67) si (69) evidentiaza caracterul adimensional al elementelor de circuit
normate. De asemenea ele permit obtinerea relatiilor de denormare (revenirea la valorile reale,

exprimate in [Q],[H],[F]):

Ro=nRy; Lkzlk'&; Cy =0 L (70)

a)O |:i)a)O

Observatie: In majoritatea problemelor de realizabilitate si sinteza, functiile de circuit date
spre examinare sunt functii ale unor circuite cu valori normate, iar circuitele sintetizate
(uniporti sau diporti) au elementele de circuit normate, adica adimensionale. De asemenea
pentru simplificarea scrierii se va renunta la indicele n pentru etichetarea frecventei complexe
normate s, .

2.2.8. Testul Hurwitz
Fie y(s) =M (S)/ N(s) o functie de reactantd. Functia:

M(s) M(s)+N(s) P(s)

F(s)=1+w(s)=1+ N(S) = NGS) = NGS)

(71)

este o functie pozitiv-reald, ea fiind suma a doud functii pozitiv-reale. Ca atare, conform
proprietatii P6, polinomul P(s), ce reprezinta suma dintre numadrdtorul si numitorul unei
functii de reactanta, este un polinom Hurwitz. Mai mult, deoarece din (71):

Re{F(w)}=1>0 pentru Vo (72)

rezultd ca F(S) nu poate fi nul la nici o frecventa de pe axa {jw} si deci P(S) nu are zerouri pe
{ jw} . In consecinta P(s) este polinom strict Hurwitz.

Se poate demonstra de asemenea ca daca P(S) = M(s) + N(s) este un polinom strict
Hurwitz, atunci raportul M(s) / N(s) este o functie de reactanti. In acest scop se arata ci 1/F(s)
= N(s) / M(s) satisface cele 4 conditii necesare si suficiente ce formeaza testul Guillemin al
functiilor pozitiv-reale. Rezultd ca si F(S) este pozitiv-reala. Ca atare N(S) este polinom
Hurwitz degenerat (cu zerouri ssmple numai pe jw).

In final se arata ca ¥(s) = M(s) / N(S) este functie de reactanti, ea indeplinind cele 3
conditii din testul 1 al functiilor de reactanta (52): conditiile 1 si 3 sunt evident satisfacute iar
conditia 2 este indeplinitd deoarece din (71) rezultd ca F(s) si #(S) au aceleasi reziduuri in
polii de pe axa imaginara.

Concluzia importanta care se degaja din cele expuse anterior este cd a verifica
caracterul Hurwitz al unui polinom P(s) = M(s) + N(s) este echivalent cu averifica caracterul
de functie de reactantd pentru functia asociata ¥(s) = M(S) / N(s). In acest scop se utilizeazi
dezvoltarea in fractie continud de forma (59), care poarta denumirea de test Hurwitz al
polinomului P(s).

57



Observatii:

1. Fie P1(s) = My(s) + Ni(S) un polinom strict Hurwitz si:

Py(s) = (8 + @ )R (S) = M () + Ny (8) (73)
cu polinoamele:
Mo(s) = (S*+@f)My(9) ; Na(8)= (" +@f)Ny(s)

P2(s) este un polinom Hurwitz degenerat. Testul Hurwitz a polinomului P4(S), care consta in
dezvoltarea in fractie continud a functiei #1(S) = Ma(S) / Ni(S) va avea o lungime normala
(egald cu gradul functiei ¥4(S), acelasi cu gradul lui P1(S)) si toti coeficientii pozitivi pentru
caturile partiale obtinute: g >0. Pentru polinomul Pa(S), testul Hurwitz, care constd in
dezvoltarea in fractie continud a functiei ¥(S) = Ma(S) / Ny(S) se va termina prematur,
deoarece M(s) si No(S) au divizorul comun s? +a)12, iar testul Hurwitz nu este altceva decat
algoritmul lui Euclid aplicat pentru aflarea celui mai mare divizor comun a polinoamelor
Ma(S) si No(S): ultimul impartitor care a condus la rest zero este cel mai mare divizor comun.
Mai mult, caturile partiale ale dezvoltarii in fractie continud pentru %(S) sunt aceleasi cu
céturile partiale ale dezvoltarii lui ¥4(9).

2. Dacd s= jw, este un zero pentru P(S), atunci acesta este un zero atat pentru partea para
M(s) cét si pentru cea impara N(S):

P(jo,)=0 = M(jw,)=0 si N(jw,)=0 (74)

In consecinta zerourile de pe {jw} ale polinomului P(S) vor apare ca factori Tn cel mai mare
divizor comun a polinoamelor M(s) si N(S) si deci vor fi puse in evidenta de testul Hurwitz.

3. Testul Hurwitz a polinomului P(S) consta in dezvoltarea in fractie continud, de forma (59),
a functiei w(s) =M (S)/N(s) sau y(s)=N(s)/M(s) daca grad {N} > grad { M}.

Sunt posibile urmédtoarele situatii:

a) dezvoltarea are lungime normala si toti coeficientii |,, sunt pozitivi. In aceasta situatie P(S)
este polinom strict Hurwitz;

b) dezvoltarea contine unul sau mai multi coeficienti negativi. Polinomul P(S) nu este
Hurwitz.

¢) dezvoltarea se termind prematur. Daca toti coeficientii |, sunt pozitivi si zerourile celui

mai mare divizor comun sunt simple, situate pe axa imaginara, polinomul este Hurwitz in sens
larg.

4. Testul Hurwitz se utilizeaza deopotriva pentru verificarea stabilitatii sistemelor liniare si
invariante in timp. Dacd functia de transfer H(s) = P(s) / Q(S) are polinomul Q(s) strict
Hurwitz, inseamna ca H(S) are toti polii in SPSsi sistemul este strict stabil. Daca polinomul
Q(s) este Hurwitz in senslarg, sistemul este stabil in senslarg.
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2.2.9. Uniporti RC. Functii RCZ, functii RCY

Functiile de impedanta ale uniportilor RC, denumite functii RCZ, nu mai au aceleasi
proprietati ca functiile de admitanta ale uniportilor RC, denumite functii RCY. Se poate stabili
o corespondentd biunivoca intre uniportii RC si uniportii LC. Pe baza acestei corespondente se
pot stabili relatiile de transfer a unei impedante Z| (S) intr-o impedantd Zgc(S) si invers.

Transformarea unui uniport RC intr-un uniport LC se poate face parcurgand trei etape:
1. Se multiplica cu K toate impedantele componente R si 1/sC; ae uniportului RC. Aceasta

conduce la uniportul cu impedanta KZg(S) .

2. Se multiplica cu k numai condensatoarele C; . Multiplicarea este echivalentd cu schimbarea
variabilei sin variabilaks si drept urmare uniportul va avea impedanta kZgc (ks) .

3. Sefacenlocuireak = srezultind uniportul cu impedanta SZgc (S?).

Uniportul final este evident un uniport LC cu L; = R . Reunind transformarile rezulta:

Zrc () —— kZpe (5)—2— KZpc (kS) —2— SZpc (57) = Z . (9) (75)

Deci corespondenta intre uniportii LC si RC este redata matematic prin transformarile:

Z,c(8)=SZge(s?) (76)
zm(s):%zm W9) (77)

Prin definitie, o impedantd Z(S) care prin transformarea (76) conduce la o functie de reactanta
se numeste functie RCZ, adica functie de impedantd RC.

Proprietiti ale functiilor RCZ. Metode de testare

Se deduc din proprietitile functiilor de reactantd, utilizand transformarea (77).
Pl. Daca Z,(S) si Z5(S) sunt functii RCZ, atunci suma Z(S)=2Z,(S)+Z,(S) este o functie
RCZ;
P2. Daca Z(S) si W(S) sunt functii RCZ, atunci si functia Z(W(S)) este functie RCZ;
P3. Orice functie RCZ se poate pune sub forma:

ZRc(S)=%+hx,+Z n (78)

y=1S+0,

Dezvoltarea in fractii elementare a functiei Zgc(S), datd in relatia (78) se obtine prin
aplicarea transformarii (77) in dezvoltarea omoloaga a functiei Z|<(S) din relatia (54), cu
introducerea notatiilor:

o,=w2>0 ; h,=2k,>0 ; hy=k,>0 ; h =k, >0 (79)

Unii din termenii dezvoltérii (78) pot lipsi, fapt evidentiat in notatiile (79) prin posibilitatea ca
unele reziduuri sa fie nule.
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Asa cum scrierea unei functii Z(S) in forma (44) sau (54) reprezintd conditia necesard si
suficientd pentru ca acea functie sa fie functie de reactanta, tot astfel, scrierea unei impedante
Z(s) in forma (78) reprezintd conditia necesard si suficienta pentru ca Z(S) sa fie o functie
Zpc(9). Rezultd de aici:

Testul 1 pentru functiile Zr(S)
O functie Z(s) este de tip Zrc(S) dacd si numai daca:
1. Z(s) este functie rationald, reald pentru s real;

2. Z(S) are toti polii numai pe semiaxa negativa a planului “s”, adica pe {—oc} ; polii sunt
simpli si cu reziduurile pozitive;
3. h,>0 unde h, = lim Z(s) (80)

S—>oo

PA4. Orice functie Zgc(S) se poate scrie in forma factorizatd:

(8+001)(s+002) -+ (S+00n)(S+ 00 n41)

Zpc(s)=H S(S+0,4)(S+0y0) - (S+0yp)

(81)
cu:

H>0 s 0<0p; <0y <0Opp <Oyp <+ <00y <Oyn <Oy <0 (82)

Expresia (81) se obtine din forma factorizatd (49) a functiei de reactantd Z, ~(S), careia i se
aplica transformarea (77) si cu introducerea notatiilor:

oG =05 >0 ; 0, =w3>0 (83)

Ultimul factor de la numaratorul relatiei (81) poate lipsi. De asemenea, asa cum scrierea unei
functii Z(s) in forma factorizata (49) era conditie necesara si suficientd pentru ca acea functie
sa fie functie de reactantd, tot astfel, scrierea unei functii Z(S) in forma factorizata (81)
reprezintd conditia necesara si suficientd ca Z(S) sa fie o functie Zgc(S). Rezulta prin urmare:

Testul 2 pentru functiile Zg ()
O functie Z(s) este detip Zgc(S) dacd si numai daca:
1. Z(s) este functie rationald, reald pentru s real,
2. Z(S) are pz-urile simple §i alternante pe {—0} ;
3. Constanta de multiplicare H este pozitivd,

4. Cea mai apropiatd frecventd criticd de origine este un pol, care poate fi si in origine. (84)

P5. Fiecare termen din dezvoltarea in fractii elementare (9.88) este o functie RCZ, provenind
fiecare prin transformarea unei functii de reactantd elementare.

P6. Daca Z(s) = P(s) / Q(s) si m = grad {P}, n = grad {Q}, atunci sunt posibile relatiile
dintre grade:
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a) m= ndaca existd termenul h_ in relatia (78);
b) m= n—1 daca h, =0 in relatia (78).
Prin urmare o functie Zr(S) nu poate aveapol lainfinit.

Proprietati ale functiilor RCY. Metode detestare

Prin exprimarea impedantelor in functie de admitantele corespunzatoare, adica:

Zic(9 =ﬁ . Zee(®) =@ (85)

transformarile (76) si (77) devin:
Yic(9) =2 Yeo() (86)
Yre (9) =/s-Y c(s) (87)

Prin definitie, o admitanta Y(S) care prin transformarea (86) conduce la o functie de reactanta
(admitanta Y, c(S)) se numeste functie RCY (sau functie de admitantd Ygc(S) ). Spre deosebire
de admitanta Y| ¢ (S), care are exact aceleasi proprietiti ca si impedanta Z; ~(S), functia RCY
nu are aceleasi proprietiti ca functia RCZ.

Proprietati ale functiilor RCY

Se obtin din proprietétile functiilor de reactanta, prin utilizarea relatiei de transformare (87).
P1. Daca Yi(S) si Yo(S) sunt functii RCY, atunci suma Y(S) =Y;(S)+Y,(s) este de asemenea
o functie RCY,

P2. Daca Y(S) si W(S) sunt functii RCY, atunci si functia Y (W(S)) este functie RCZ;

P3. Orice functie RCY se poate descompune in forma:

YRC(s):m+ms+i s (89)

y=1S+0,

Aceastd exprimare se obtine prin aplicarea relatiei de transformare (87) 1n dezvoltarea in
fractii elementare a functiei Y - (S) din relatia (56), cu introducerea acelorasi notatii din (83).

Fiecare termen al dezvoltarii (88) este o functie RCY, provenind din termenul omolog a
dezvoltarii (56), de tip Y, c(S). Dezvoltarea (88) nu este o dezvoltare in fractii elementare a

functiei Y(S). Daca insa impartim cu “S” ambii membri din relatia (88), aceasta devine:
n
Yec(9) = h +h + Z _h (89)

Scrierea unei functii in forma (89), care este evident o descompunere in fractii elementare,
constituie conditia necesara si suficientd pentru ca admitanta Y(S) sd fie o functie de tip

Yre (S) - Rezulta de aici:
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Testul 1 pentru functiile Ygc (S)
O functie Y(S) estedetip Ygc (S) daca si numai daca:
1. Y(S) este functie rationald, reald pentru s real,

2. Y(8)/'s are toti polii numai pe semiaxa negativa {—o} , simpli si cu reziduurile pozitive,

3. h,>0 unde h,=1limY(s)/s (90)
S0
PA. Reziduurile in polii finiti S, =-0, ai unei functii Ygc(S) sunt negative. Fie

descompunerea in fractii elementare a functiei Yrc (S)

YRC(S):h[)+h;os+i ny (91)

V=1 S+0,
Prin compararea relatiilor de calcul ale constantelor h, din relatia (89) si h, din (91):

s+o0,

h, = Yre (9) ; h=(s+0,)Yre (S)|S=_GV (92)

s=-0,
rezulti:

h, =-o,h, <0 (93)

Evaluand functia Ygc(s) pentru s = 0 si s—>oo in (88) si (91) se obtin relatiile dintre
h,, h, , respectiv h, si h, anume:

hy :h(’)"'zi:YRC(O)
v:lo-v
(94)

S—oo

Observatie: Desi dezvoltarea (91) este o dezvoltare in fractii elementare a functiei Ygc(S), €a
nu este utild pentru sintezd intrucat cele “ n “ fractii elementare referitoare la polii §, =-0,
nu sunt functii RCY.

P5. Orice functie Ygre (S) se poate scrie sub forma factorizata:

(s+001)(S+00p) - (S+00n)(S+ 00 n11)

Yre(s)=H (s+0)(S+0y2) - (S+0yn)

(95)

cu:
H>0 8 0<0p; <0, < <0pn <Oy <OQgpp1 <0
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Expresia (95) se obtine din forma factorizatd (49) a functiei de reactantd Y| c(S), céreia i se

aplica transformarea (87) si notatiile (83). Factorul subliniat de la numardtor poate lipsi.
Scrierea unei functii de admitantd in forma factorizatd (95) reprezintd conditia necesard si
suficienta pentru a fi o functie Ygc (S). S-a obtinut astfel:

Testul 2 pentru functiile Y- (S)
O functie Y(S) estedetip Ygc (S) daca si numai daca:
1. Y(9) este o functie rationald, reald pentru s real,
2. Y(S) are pz-urile simple si alternante pe {—0} ; (96)
3. Constanta de multiplicare H este pozitiva,

4. Cea mai apropiatd frecventd criticd de origine este un zero, care poate fi si in origine.

P6. Daca Y(s)=P(s)/Q(s) si m= grad {P}, n = grad {Q}, atunci sunt posibile relatiile
dintre grade:

a) M= ndaca h, =0 in dezvoltarea (88);

b) m= n+1daca h, #0 Tn dezvoltarea (88).

2.2.10. Sinteza uniportilor RC

Este omoloagd cu cea a uniportilor LC. Metodele de sinteza pot fi clasificate in doua
categorii:
a) metode indirecte;
b) metode directe.

Metodele indirecte constau in determinarea functiei de reactantd Z, ~(S) prin

utilizarea transformarii (76), sinteza uniportului LC cu metodele Foster si Cauer, urmata apoi
de inlocuirea inductantelor L cu rezistentele R =L .

Observatie: Dacd sinteza s-a realizat pe functia normatd, atunci |; — r; =|; iar dacd sinteza

s-a realizat pe functia nenormata, atunci Lj[H] —» R[Q] = L[H].

Metodele directe pot fi metode de tip Foster, respectiv metode de tip Cauer, intocmai
ca la sinteza functiilor de reactanta.

Metoda Foster | se bazeaza pe dezvoltarea functiei de impedantd intr-o suma de fractii
elementare, realizarea fiecarei fractii printr-un uniport RC elementar si apoi conectarea in
serie a uniportilor elementari. Prelucrand dezvoltarea (78), se obtine:

_h v o y 1
Z(s)= S+hm+vz:ls+av S+hw+vzﬂs+(,v (97)
h,
Cu:
hy = S'Z(S)|s,=0 R = s“_ToZ(S) , hy :(S+O-v)'z(s)|s=—av (%)
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Metoda Foster 11 constd in dezvoltarea functiei Y(S)/s in fractii elementare (forma 89),
urmata de obtinerea prin multiplicare cu “S” aformel (88) pentru Y(s):

Y(9)=h+hs+y SEV; —hy+hs+ Zﬁ (99)
v=1l v v=l_"— v
h " hys

Se realizeazd apoi fiecare termen din ultimul membru al relatiei (99) printr-un uniport
elementar RC, dupa care, se conecteaza acesti uniporti in paralel.

Metoda Cauer | constd in dezvoltarea in fractie continuda a functiei de impedantd sau
admitanta, cu extragerea succesivd a polului de la “ «“. Forma fractiei continue pentru

Zpc(S) sau Yge(S) se obtine prin introducerea transformarii (77), respectiv (87) in
dezvoltarile in fractie continua de forma (59), scrise pentru Z; ~(S) sau Y, c(S) . Astfel, daca

se aplica transformarea (77) in dezvoltarea in fractie continud a fractiei Z| (S) datd de (59),
aceasta devine:

Am@:iéacw§=q+ (100)

\/7 S+ 1 1

€+

€4S+ 1
4 s &S

Observatie: Dezvoltarea in fractie continud (100) evidentiaza faptul ca se obtin succesiv
caturi de forma g,e;,...,6,1 forma e,s,€;s,...,6,,S in etapele in care functia rest este o

functie de admitantd. Rezultatul era asteptat deoarece numai Ygc(S) are pol 1a“ o n timp
ce Zrc(S) nuarepol la* o .

Metoda Cauer Il constd in dezvoltarea in fractie continud a functiei de impedantd sau
admitantd, cu extragerea succesivd a polului din origine. Forma fractiei continue pentru
Zpc(S) sau Ygre(S) se obtine prin introducerea transformarii (77), respectiv (87) in
dezvoltarile in fractie continua de forma (63), scrise pentru Z, (S) sau Y, c(S), dupa cum
Z, c(s) avea pol in origine, respectiv Y, c(S) avea pol in origine. Presupunand ca Z, ~(S)

avea pol in origine si deci o dezvoltare de forma (63), introducand transformarea (77), aceasta
iaforma

Zre(9 = Zuc o) =L+ (101)

Vs fo+ !
S f4+.'.+i
f2n

Observatie: Caturile sunt de forma f; /s in etapele in care extragerea se aplica unor functii

de impedanta, respectiv de forma f; in etapele in care extragerea se aplicd unor functii de

admitanta. Aceasta deoarece functia RCZ poate avea pol in origine in timp ce functia RCY nu
poate avea un astfel de pol.



2.2.11. Uniporti RL. Functii RLZ, functii RLY

Se poate stabili o corespondenta biunivoca intre uniportii RL si uniportii LC aplicand o
procedura similara cu cea prezentata in paragraful 2.2.9. Pe baza acestei corespondente se pot
stabili relatiile de transformare a unei impedante Zg (S) intr-o impedantda Z, ~(S) si invers.

Transformarea unui uniport RL Tntr-un uniport LC se poate realizain trei etape:
1. Se multiplica cu 1/K toate impedantele componente R si S, ale uniportului RL. Aceasta

multiplicare conduce la uniportul cu impedanta (1/K)-Zg (S).
2. Se multiplica cu k numai impedantele L. Multiplicarea aceasta este echivalentd cu

schimbarea variabilei s in variabila ks si in consecintd uniportul va avea impedanta
@/k)-Zg (ks).

3. Sefaceinlocuireak = ssi schema se transformi in cea cu impedanta (1/S)-Zg (s?). Acest
uniport final este un uniport LC cu C; =1/R, justificarea fiind data de expresiile

impedantelor elementare ce compun uniportul.
Reunind transformarile parcurse 1n cele trei etape rezulta:

y 1 2 1 3 1
Zr (S)L)E ZRL(S)%EZRL(‘(S)%EZRL (8%)=2Zc(9) (105)
Corespondenta intre uniportii RL si LC este exprimatd matematic prin transformarile:

Zic(9)= %ZRL (s?) (106)

Ze (9=s-Z c(V9) (107)

Prin utilizarea admitantelor Y| ¢ (S), Yg_ (S), inrelatiile de mai sus acestea iau forma:

YRL(s>:%YLC (/s) (108)
Yic(s)=5sY(s?) (109)

Daca se compara transformarile (107) cu (87) si (108) cu (77), tindnd cont de asemenea ca
functiile Z (S) si Y c(S) au exact aceleasi proprietati, rezultd urmatoarele concluzii foarte

importante:

- Functia Zg (S) are aceleasi proprietati si aceleasi metode de testare cu functia Yre(S);

- Functia Yg (S) are aceleasi proprietiti si aceleasi metode de testare cu functia Zg(S) .

Sinteza uniportilor RL

Ca si in cazul uniportilor RC, metodele de sinteza pot fi clasificate in metode directe §i
metode indirecte.
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Metodele indirecte constau in determinarea functiei de reactantd Z,~(S) pe baza

transformarii (106), sinteza uniportului LC cu metodele Foster si Cauer si apoi inlocuirea
condensatoarelor C; cu rezistente R =1/C; .

Metodele directe de tip Foster si Cauer decurg dupa aceleasi proceduri prezentate la
sinteza uniportilor RC, cu urmétoarea mentiune importantd: functia Zg (S) are proprietitile

functiei Ygc(S), astfel ca dezvoltarea functiei Zg (S) conduce la fractii elementare cu
reziduuri negative in polii finiti de pe {-o} . In consecinta, similar ca la functia Yge (S), unde
la metoda Foster II se dezvolta Y(S)/sin fractii elementare, in cazul uniportilor RL, la metoda
de sinteza Foster I se dezvolta in fractii elementare functia Zg (S)/s.

2.2.12. Sinteza uniportilor RLC

Daca functia Z(S) este pozitiv-reald, dar nu este o functie Z| (S), Zrc(S), Zgr.(9).
inseamnd ca ea este de tip Zg c(S). Sinteza unei functii Zg c(S) Sau Yg c(S) Tncepe
totdeauna cu preambulul Foster care consta in extragerea polilor de pe axa { jw} din functia
de impedantd Z(S) sau din functia de admitanta Y(S). Presupunand ca Z(s) are poli pe
{ jw} , atunci, conform proprietatii P8 a functiilor pozitiv-reale:

Z(s)=Za(8)+24(9) (110)

unde Z,(s) este o functie Z, ~(S), avand dezvoltarea in fractii elementare de forma (54), iar
Z,(S) este analitici in SPD si pe axa {jw}. Impedanta Z;(S) nu ma are poli pe axa
imaginard, in schimb admitanta Y;(S) poate avea astfel de poli si in consecintd se poate de
asemenea descompune conform relatiei (110):

Yi(8) =Yg (8) +Y2(s) (111)

Procedura se repeta pana se ajunge la o functie Z,(s) care nu mai are nici poli, nici zerouri

pe axa { jw} . O functie de impedanta (asa cum este Z;(S)) care nu mai are poli pe axa
imaginard se numeste functie de reactanta minimd. O functie de impedanta fard zerouri pe axa
imaginara, deci admitanta fira poli pe aceastd axa (asa cum este Z,(S) ), se numeste functie
de susceptantd minimd. O functie de impedanta care nu mai are nici poli, nici zerouri pe axa
imaginard, asa cum este Z,(S), se numeste functie de reactantd si susceptantd minimd.

Reunind dezvoltarile corespunzatoare repetarii preambulului Foster, de forma (110) si (111),
se obtine pentru Z(S) fractia continua:

Z(s)=Z(9)+ 1 (112)

Ye(s)+

Zo(S)+. +

Z,(9)

Acesteia 1i corespunde un uniport in scard, la care functiile de reactantd succesive:
ZA(S), Yg(9),.... etc., se sintetizeaza prin uniporti LC, de tip Foster sau Cauer.
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Observatie:
Uneori, prin aplicarea repetatd a preambulului Foster se poate ajunge la o functie
Z,(8)=2Zprc(s) sau Z,(S)=2Zg (9). In aceste cazuri sinteza poate fi consideratd terminata

intrucdt pentru Z,(s) se aplica procedurile de sintezd specifice uniportilor RC, respectiv
uniportilor RL. In cazul general functia Z,(s), de minima reactantd si minima susceptanta,
este o functie Zg (S). Gasirea uniportului corespunzitor se face cu una din metodele

specifice de sinteza a uniportilor RLC, cum ar fi: metoda Brune, metoda Darlington, metoda
Bott si Duffin, metoda Miyata, etc. ce pot fi consultate Tn urmatoarele lucrari de specialitate:

1. Mateescu Ad., “Semnale, circuite i sisteme”, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1984.

2. Mateescu Ad., Dumitriu N., Stanciu L., “Semnale, circuite si sisteme. Aplicatii in filtrarea
semnalelor”, Editura Teora, 2001.
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